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1. Tiim kékleri 1 alirsak (z — 1)* = 2* — 42® + 622 — 42 + 1 = 0 dan (b — a — ¢)? = 196d gelir.
Dolayisiyla k£ < 196.

k = 196’nin sagladigini gosterelim. Polinomun kokleri x1, 2, x3, x4 olsun. Vieta’dan,

—a =11 +2 +I3+ T4
b= T1T2 + T1X3 + T1T4 + T2X3 + ToX4 + T3T4
—C = T1T2%3 + T1T2T4 + T1T3T4 + ToT3T4

d = 2122324
Kokler porzitif oldugundan rahat rahat AGO uygulayailiriz:

T1+2 +23 + 24+ 2122 + T1X3 + T1X4 + T2X3 + T2Ty + T3T4 + T1T2T3 + T1X2T4 + T1T3%4 + T2X3T4 >

14 -
\alegale]

Ifadeyi diizenleyi, Vieta’dan buldugumuz degerleri yerine yazalim.

—a+b—c>14Vd

. Her iki tarafin da karesini alirsak istedigimiz esitsizligi ispatlamig oluruz.

2. Coziimin tamaminda, yiikseklikleri egit olan iki tiggenin alanlar1 oraninin tabanlarinin oranina
egit oldugu fikrini kullanacagiz. Coztimde (ABC) ifadesi ABC ii¢geninin alanim belirtmek igin
kullanilacaktir.

(AMD) = (ABM) ve (CMD) = (CM B) oldugundan (AgC) =(AMCQC) (1)
Simdi AM C’nin alanini bagka bir sekilde ifade edelim.

(AMC) = (AMN) + (ANC) + (MNC) (2). Aym fikir kullamlarak (ANC) =
CME
2

Aizc(i’)) ve

(MNC) = (4) bulunur.
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Simdi, (1), (3) ve (4) te bulduklarimiz1 (2) ’de yerine yazalim.
(AMC) = (AMN) + (ANC) + (MNC)
@ =(AMN) + (AEC) | (CME) i taraf da 2 ile carpalm ve (AMN) ’yi yalmz birakalim.

2 2
(ABC) — (AEC) — (CME) = 2(AM N) Burda soldaki ifade (EBCM) ye esit olur.

(EBCM) = 2(AMN) (5) M noktast BD nin orta noktasi oldugu i¢in (EBCM) =
Bunu (5) ile birlegtirirsek,

(EBCD)
.

(E%m _ 2(AMN) = (EBCD) = 4(AMN)

bulunur.

3. Coziime gegmeden Once, ¢oziimii yazmay1 ve anlamay1 kolaylagtiracak tanimlar: verelim.
Kartlarin iizerindeki yazili sayilari alt kiimeler olarak diigiinelim ve bu alt kiimelerin kiimesine
K diyelim.

ENAZ(1,2,3) ile K ’de bulunan ve {1,2,3} kiimesi ile kesisimi bog olmayan alt kiimelerin
kiimesini (yani i¢inde {1,2,3} sayilarindan en az bir tanesinin gegtigi kiimelerin kiimesini)
gosterelim.

ALT(1,2,3) ile de K de bulunan {1, 2,3} kiimesinin alt kiimelerinin kiimesini gosterelim.

Ozet: Sorunun genelinde su fikri kullanacagiz: {1, 2, 3, ...,8} kiimesinin herhangi bog ol-
mayan bir 6zalt kiimesini alalim, A. 1 <|A| < 7 oldugundan n = |ENAZ(A)|+|ALT(A’)| olur.
(Burda A’, {1, 2, 3, ...8} kiimesi ile A kiimesinin farkini gosteriyor.)

1. Durum: K ’de tek elemanl bir alt kiime varsa,

Genelligi bozmadan {1} € K olsun. n = |ALT(1)| + |[ENAZ(2,3,...8)| ve |ALT(1)| = 1,
ENAZ(2,3,...,8) cift oldugundan n sayis1 tek olur.

Simdi, a € {2, 3, ...,8} olmak iizere a € K oldugunu gosterelim.
n=|ALT(a)|+|ENAZ(1,2,...a—1,a+1,...,8)|. ntekve |[ENAZ(1,2,...a—1,a+1,...,8)]
¢ift oldugu igin |[ALT (a)| tek olmali. |AlT(a)| sadece 0 veya 1 olabilecegi i¢in ALT(a) = 1 ’dir
vani a € K ’dir. Yani tiim tek elemanlh kiimeler K'nin elemanidir.

Tiim iki elemanl alt kiimelerin K nin iginde olduiinu gosterelim.

Bunun i¢in sadece {1,2} 'nin, K ’nin elemam oldugunu géstermemiz yeterli. n = |ALT(1,2)| +
|[ENAZ(3,4,5,6,7,8)|. Buradan tek say1ve |[ENAZ(3,4,5,6,7,8)] ¢ift say1 oldugu igin |[ALT(1, 2)]
tek say1 olmak zorunda. {1} ve {2} K ’nin i¢inde oldugu igin {1,2} de K’nin iginde olmak
zorunda.

Benzer ispat1 tiim {i¢ elemanl kiimeler i¢in yapalim.
n = |ALT(1,2,3)| + |[ENAZ(4,5,6,7,8)| oldugundan |ALT(1,2,3)| tek olmali. {1}, {2}, {3},
{1,2}, {1,3}, {2,3} K ’nin iginde oldugu i¢in {1,2,3}’ de K’nin igindedir.

Benzer sekilde devam edildiginde bog kiime ve {1,2,3,4,5,6,7,8} hari¢ tiim kiimelerin K’nin
icinde oldugu gosterilir. (Burada temel espri, |[ALT(A)| sayisinin her zaman tek olmasi ve
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tiimevarimdan dolay1 A 'nin ¢ift sayida 6zalt kiimesinin K nin i¢inde bulunmasidir. Dolayisiyla
A da K nin igindedir.)

Son olarak da n sayisi tek oldugundan ve su ana kadar 28 — 2 = 254 elemanin K nin icinde
oldugunu gosterdigimizden {1,2,3,4,5,6,7,8} de K nin i¢indedir ve n = 255tir.

2. Durum K ’de tek elemanl hi¢ alt kiime yoksa,
Bu durumda, n = |ALT(1)| + |ENAZ(2,3,4,5,6,7,8)| ve ALT(1) = 0 oldugundan n ¢ift olur.

Bu durumda o6zetle, yukaridaki adimlar: tekrarlayarak K’de hi¢ kiime olmadigini gosterecegiz.

n=|ALT(1,2)|+|ENAZ(3,4,5,6,7,8)|. {1} ve {2} kiimeleri K de olmadig i¢in |ALT(1,2)| =
0 yada 1’dir. Aman ve |ENAZ(3,4,5,6,7,8)] cift oldugundan |ALT'(1,2)]| de ¢ift yani 0 olmali.
Yani {1,2}, K ’de degildir. Aym sekilde K ’de iki elemanh alt kiime bulunmaz.

Benzer gekilde devam edersek, K ’de 3 elemanli, 4 elemanli, ... 7 elemanlh kiime bulunmaz.
Sadece {1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesi bulunabilir fakat bu durum n ’nin ¢ift olmas ile geligir.

Tek ¢oziim n=255tir.

4. obeb(m, n) = am + bn olacak sekilde a ve b tamsayilar1 vardir. Bu durumda

() () ()

am
olur. b( ) tamsay1 oldugundan — (;) ifadesinin tamsay1 oldugunu gostermemiz yeterli.
n

% (Z) - a% (n —Zi)!m! ~ —(nT;)T(rer!— 0 a(:%_fl)

olur ki bu da tamsayidir.

1
5. Sabit bir C sayisi igin |¢1| = |ea] = ... = = segelim ve C ’yi esitligin diger tarafina atalim.

C
Su halde gostermemiz gereken, d; € {—1, 1} olmak fizere, Zfil di(ai1z1 + aioa + . .. Ginxy)"
ifadesinin x5 . . . z, 'nin kat1 olmasini saglayan bir N sayis1 ve uygun katsayilarin bulunabildigi

dir.

N = 27! alahm. Tiim 4 ’ler i¢in a;; = 1 olsun. (a2, a3,..., aip) ile terimleri {—1, 1}
olan olusturulabilecek tiim dizileri olusturalim (ki bu dizilerin sayis1 27°~% ’dir). d; leri ise
(ase, a3, ..., ag,) dizisinde cift sayida -1 var ise 1, tek sayida -1 varsa -1 segelim. Simdi

bu toplamin sagladigini gosterelim.

e d; lerin segiminden dolay1 her parantezden zq s . ..z, ’in pozitif bir kat1 gelecek (toplamda
¢ift sayida -1 oldugundan dolay1).
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e Sag taraftaki toplamin z; ile bollindiigiinii gésterelim. Bunun igin 27 = 0 icin toplamin 0
oldugunu gostermek yeterli. n — 1 terimli -1 ve 1’lerden olusan tiim dizileri aldigimizdan,
her (ai2, ass, ..., ain) dizisi icin, (—as2 = aj2 ... —ain = a;y olacak sekilde aj2,a;3, ..., ajn)
dizisi vardir. Tim parantezleri bu diziler ¢ift olugturacak sekilde gruplayalim. x7; = 0i¢in, n
tek ise iki parantezin 6niindeki igaret ayni olacak fakat parantezlerden biri digerinin negatifi
olacag icin toplam 0 olur; n cift ise, iistler ¢ift oldugundan iki parantezin degeri ayni olur
fakat parantezlerin birinin 6niinde 1 varken digerinin 6niinde -1 olacag i¢in toplam yine 0
olur. (Tiim g¢iftlerin toplami 0 olacagindan toplam da 0 olur). Yani sag taraf x; ’in bir kat
dir.

e Sag taraftaki toplammn z; 'nin, ¢ € {2, 3, ..., n} bir kat1 oldugunu gosterelim. Durum
simetrik oldugundan sadece xo nin bir kat1 oldugunu gostermek yeterli. Bunun i¢in x5 = 0
iken sag tarafin 0 oldugunu gosterelim. Bir 6nceki siktaki arglimanlar tekrar kullanilarak
sag tarafin xs nin kati oldugunu gosterilir.

Bu durumda sag taraf x1x5 ...z, nin bir kat1 olur ve uygun C' sayisi segilerek esitlik saglanir.

n = 3 i¢in Ornek yazalim.
@ty+2)P’+@-y-2-(@+y—2-(@-y+2)

. Lemma: A, B, C; y = A\/z hiperbolil iizerinde ise, bu ii¢ nokta tiggen olugturur ve ABC
iiggeninin yiiksekliklerinin kesigim noktasi H de bu hiperboliin tizerindedir.

Lemmanin ispati: Herhangi bir dogru aldigimizda hiperbol ile iki en fazla iki noktada kesigir.
Hakikaten de, y = ax + b ve y = A/x denklemleri beraber ¢oziildiigiinde ikinci dereceden bir
denklem gelecegi i¢in, hiperbol tizerinde ti¢ nokta aldigimizda, bu li¢ nokta bir liggen belirtir.
Hiperbol iizerinde 3 nokta alalim: A = (a7 %) , B= (b, %) , C = (c, %) H = (z,y) olsun. H
noktasinin ytiiksekliklerin kesigim noktasi olmast igin gerek ve yeter sart AB L CH ve AC L BH
yani 1@ . C'4H> =0ve AC - B4[->I = 0 olmasidir.

1@~C—H>:(b—a)(x—c)+()\—2> (y—i):o

b

AMa—=0b A
= (GT) (y - ) = (a —b)(z — ¢), a # b oldugundan,
a c
\ ve —
= — ye= A =Tr—c
a§ c
- S =17C (1) benzer sekilde ikinci sarttan
abc  yc— A
= % = y:“b:l; (2) gelir. Bu iki esitlikten
A
y = — gelir, yani (z,y) aym hiperboliin tizerindedir. (1) veya (2) tekrar kullanilarak,
x
oM _abe
T Twe VT TN

bulunur.
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ispat Ozeti: Lemma’y1 kullarak, uygun A degerini secerek ve hiperbolii orjin etrafinda uygun
agiyla dondiirerek A, B, C, H ’nin kafes noktalar1 olmasin saglamak.

Hiperbolii orjin etrafinda saat yoniinde « derecelik aciyla dondiirelim ve eski kordinat siste-
mindeki (z,y) noktasim yeni kordinat sisteminde (X,Y") ile gosterelim. Bu durumda

X =xcosa —ysina

Y =xsina — ycosa

z=Xcosa+ Ysina

y=—Xsina+ ycosa

olur. Hiperbolii yeni sistemde yazip, diizenleyelim. (Eskisinde yz = \)

2 2

sin « cos a (cos® a — sin
XY
A * A

a)

(Y2 - X?) =1 (1)

Hiperbol iizerinde ii¢ nokta alalim ve yeni kordinat sisteminde H ’nin kordinatlarini hesaplayalim.
Koseler (X1,Y7), (X2,Ya), (X3,Y3) ve H(Xy,Yy) olsun. zy—diizleminde H ’nin kordinatlarin
su sekilde hesaplamigtik:

_ Y1y2Y3 _ T1T2T3

METT T Ty

Yeni kordinat sistemine gegelim:

> =
.zw

s
I
-

Xicosa+Yysina = — (—X;sina +Y; cos o),

—Xysina+ Y cosa = — (Xicosa+Y;sina)

N
Il
_

> =
&Ew

Buradan,

2 2 - .
X = - [K ((cos oz)\ sin a)) I <bln@)\¢050¢)]

Y, — [M ((COSQOé;SiH2Oé)> N (sina;osa)]

bulunur, oyle ki K = Ylifgifg, L = X1X2X3 + Y1Y2X3 + YlXQK), + Xl}/gi/g, M = )(1)(2)(37
N =155+ X1 XoVs+ X 1Yo X34+Y1 X0 X35. X, veY; leri tamsayi sectigimizde K, L, M, N’nin
de tamsay1 olacagi aciktir. X, ve Yy sayilarini tamsayi olmasini garantilemek igin,

cos? a — sin® « Cos v sin «

) Ve
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sayilarini tamsay1 yapmak yeterlidir. Bu, (1) nolu denklemdeki katsayilarin tamsayi olmas ile
ayni sey.

Ikisi birden sifir olmayan herhangi C' ve D tamsayilar icin, bir rotasyon ve A 'mmn uygun

A
secilmesiyle, y = — hiperboliiniin yeni kordinat sisteminde
x

C(Y? - X?)+ DXY =1. (2)

seklinde yazilabilecegini gosterelim. (1) nolu denklemi su gekilde tekrar yazabiliriz:

in 2« cos 2w
v? - x3)2t XY ~ 1.
( ) 2\ + A
1
A = —— segersek,
4C? + D?
sin 2« cos 2«
2\ ’ A

sartlarini saglayan o acisinin bulundugu agiktir.

Geriye, (2) ’deki hiperboliin sonsuz coklukta tamsay1 ¢oziimii olmasim saglayacak C ve D
sayilarini segmek kaldi. Bunun i¢gin C' = D = 1 ’i deneyelim.

(Y2 -X)+ XYy =1

hiperboliiniin bir ¢éziimii (X, Y) ise (2X + Y, X +Y) de bir ¢oztimdiir. (0, 1) ¢ozlimiinden
baglayarak, tiiretilen ¢oziimlerin X kordinati biiyiidiigiinden, istenilen sartlarda sonsuz elemanl
S kiimesi de bulunur.
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