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1. (Coziim: Serdar Ada-Fetih Koleji)

(z +y)(@® +9°)

9
+
@2+ nge z,y €R

Sol Taraf: Ifadeyi diizenleyelim: (22 4+92)? < (z+y)(2®+5>). Cauchy-Schwarz’dan bu esitsizligin
dogru oldugunu biliyoruz. Alternatif olarak, ifadeyi agalim:
ot 1 222y ¢yt < 2t 4yt 2Py + i
= 222y? < 23y + y3z. Her iki tarafi da xy ye bolelim.
= 2ry < 22 +y?. Buifadenin dogrulugunu da her tiirlii (AGO’dan, Cauchy-Schwarz’dan, (z—y)? > 0
’dan) biliyoruz.

Sag Taraf: Icler diglar yapip ifadeyi acalim.
8zt + 8y* 4 8x3y + Sxy® < 9zt + 9yt 4 1822y
83y + 8xy® < 2t + y* + 1822y
0 < x* — 823y + 182%y? — 8xy® + y* Ifade (z — y)* e cok benziyor, (z — y)* u ayralm.
0 < (z—y)* — 423y + 1202y — 4oy
0< (z—y)* —day(a® - 3zy +y°)
0 < (z—y)* —day(a® - 2zy + y°) + da?y®
0< (z—y)* —day(z —y)* + da?y?
< (z — y)* + 422y, Bu ifadenin dogrulugunu da her tiirlii (AGO’dan, Cauchy-

=
=
=
=
=
=
= 2
x —y)? > 0 ’dan) biliyoruz.

doy(z — vy
Schwarz’dan, (
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2. (Cozlim: Serdar Ada-Fetih Koleji)

o

|IDG| = |GE| oldugunu gostermek istiyoruz. |GE| yi AEG dik iicgeninden Oklid’i kullanarak ko-
laylikla hesaplayabiliyoruz: |GE \2 = |GF|-|GA]|.

| DG| nin karesinin de bu ifadeye esit oldugunu gostermek istiyoruz. |DG|* = |GF|-|GA| olmas: i¢in
|DG|, gembere teget olmal. Cemberin merkezi M olsun. Yani ZM DE = 90° oldugunu gostermeliyiz.

Ucgen ikizkenar ve |BD| = |DC| oldugundan ZADB = 90° olur. ZADB = 90° oldugundan
|AB| ¢emberin ¢ap1 olur. Yani M, |AB| nin orta noktasidir. M ve D orta noktalar oldugundan
MD||AC dir. Bu durumda ZMDB = ZECD olur. ZMDE
180° — (LECD + LCDE) = 180° — 90° = 90°.

= 180° — (/MDB + /CDE) =
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3a. (Coziim: Serdar Ada-Fetih Koleji)
Ifadenin rasyonel olmasi i¢in vn2 — m? = k 'min tamsay1 yani (k, m, n) 'nin pisagor iicliisii olmas
gerekiyor. Ayrica bu sayilarin hepsini sabit bir ¢ tamsayisi ile garptigimizda kesrin degeri de k ile
carpilmig olur.

- . iy o e b +4r 4l
Ifadeyi asal yapmak i¢in aklimiza gelen ilk pisagor {icliisiinii deneyelim: =—.c=3

aldigimizda m = 12, n = 15 i¢in p = 41 olur. Benzer gekilde diger ikisini de bulalim.

52 + 32 17

Z :?,c:Q,m:&n:lO,p:l?.
132452 97
R —E,C—G,m—BO,n—78,p—97.

3b.(k, m, n) pisagor tclisi oldugundan ebob(m,n) = d olmak iizere, aralarinda asal dyle z, y
pozitif tamsayilar1 vardir ki, n = d(2% + y?) ve m = d(2? — y?) ya da m = 2dzy dir.

I. Durum: m = d(2? — y?) ise,

n2 +m2 d(l’4 +y4)

nZ—m? xy
ebob(z,y) = 1 oldugundan ebob(wy, 2* + y*) = 1 olur. Bu durumda xy, d’yi bolmelidir. Fakat p asal
oldugundan zy = d olmaldir. O halde p = x* + y* olur. x ve y den biri tek digeri ¢ift oldugundan
p = 1(mod8) olur.

= p. Ifadenin tamsay1 olmasi icin x ve y nin payi bolmesi gerekir.

II. Durum m = d(2zy) ise,

2 2 4 4 2.2 2 2\2 2.9 2 9

6 e — + 8z 8
4w’ attyt 46ty (e ) Vg o) a3,
2 —m2 22 — 2 22 — o2 22 — 2

81’2 2
p nin tamsay1 olmasi igin d 27y2 ifadesinin tamsay1 olmasi gerekir. x ile y aralarinda asal oldugundan
x

ebob(x?y?, 2 —y?) = 1 olur. Yani 22 —y?2, 8d’yi boler. Ayrica p asal oldugundan x? —y? ayn zamanda
d 'nin kati olmak zorundadir. z? — y?; d, 2d, 4d ya da 8d dir.

o 22 — 3% =dise, p = d? + 82%y? asal ise d tek olmali yani p = d? = 1(mods)
o 22 —y? =2d ise, p = 2d? + 422y? asal olamaz.
o 22 —y? = 4d ise, p = 4d? + 222y? asal olamaz.

o 22 —y? =8dise, p = 8d% + 2%y, x ve y den en az biri cift oldugundan, asal olamaz.
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4. (Coztim: Serdar Ada-Fetih Koleji)
Soruyu graf sorusuna gevirip dyle ¢ézelim. Grafimizda 31 kose olsun: My, Mo, ... Myy, Fy, Fs, ... F1q.
M; koseleri matematik sorularini, Fj fizik sorularini, her bir kenar da égrencilerin se¢tigi soru ciftlerini
temsil etsin. Yani bir 6grenci M5 matematik sorusu ile Fg fizik sorusunu ¢ozdiiyse bunu M5 ile Fg’i
birlegtiren kenarla gosterecegiz. Bu durumda aciktir ki 6grenci sayisi ile kenar sayisi birbirine esgittir.

Simdi soruyu okuyarak graf lizerindeki kisitlamalar: belirleyelim.

1. Her kenarin bir kogesi M’lerden, diger kosesi F’lerden olmak zorunda.
2. Her iki nokta arasinda en fazla 1 kenar cizilebilir.

3. Her kenarin iki kosesinden en az birinin derecesi 2 ya da daha azdir.

Derecesi en fazla iki olan kosgelerin dereceleri dy, ds, . ..d) olsun. Yukaridaki 3. maddeden dolay1
kenar sayist < dy + ds + . .. dg olur. Ciinkii her kenar bu toplamin i¢inde en az 1 kez bulunur. d; < 2
oldugu igin, dy + ... dx < 2k olur. Yani kenar sayis1 < 2k ’dir.

e k=31 ise,
Bu durumda tiim noktalarin derecesi en fazla 2 olmak zorundadir. Fakat tiim kenarlarin en az
bir kogesi F' olacag icin kenar sayisi en fazla 2 x 11 = 22 olabilir.

e k= 30 ise,
Bu durumda ya tiim F' noktalarimin derecesi en fazla 2 ya da tiim M noktalarinin derecesi en
fazla 2’dir. Kenar sayisi en fazla 2 x 11 = 22 ya da 2 x 20 = 40 olabilir.

o k=29 ise,
F’lerin ya da M lerin hepsinin derecesi en fazla 2 oldugdurumda en cok 40 kenar elde edilebildigini
yukarida gosterdik. Geriye su durum kaliyor: iki grupta da derecesi 2’den fazla birer koge varsa.
F lerde derecesi en fazla 2 olan 10 kose ve derecesi 2’den biiytik bir koge olacak. Derecesi 2’den
biiylik olan kogenin derecesi en cok 20 olabilir (20 tane M oldugu igin). Yani kenar sayisi en
fazla 2 x 10 + 20 = 40 olabilir.

o k= 28 ise,
Yani 3 kosenin derecesi 2’den fazla olmasi durumu. Yukaridaki durumlarda F’de derecesi 2’den
biiyiik olan kogelerin sayisi 2’den az iken en fazla 40 kenar olabilecegini ispatlamigtik. Geriye
sadece F' lerden derecesi 2’den biiytlik olan kosgelerin sayist 2 ve M lerden derecesi 2’den biiyiik
olanlarin sayis1 1 ise durumu kaliyor. Simdi de kenarlarin sayisini M lerden bulalim. M lerde
derecesi en fazla 2 olan 19 koge ve derecesi 2’den biiyiik olan 1 kdge var ve o kdgenin derecesi en
fazla 11. Dolayisiyla kenar sayisi en fazla 2 x 19 + 11 = 49 olabilir.

o k=27 ise,
Her k degeri i¢in en fazla 2k kenar olabilecegini biliyoruz. k = 27 icin 54 kenarl bir graf bulmak
miimkiin. Kenarlar: listeleyelim:
(M1, Fy)
(M, Fy)

'(Mla Fll)
(MQ, F3)
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(M3, Fy)

My, Fiy)

M37

Toplamda 9 + 9 4+ 2 x 18 = 54 kenar yazmis olduk. Daha kiiclik k& degerleri igin 54’ten az kenar
olugturulabilecegi i¢in cevap tir.
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